
16.901 作业#4 
期限：3 月 17 日，下午 2:00 

问题#1： 1 维欧拉方程的特征根 

1 维流的欧拉方程为 
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其中r是密度，u 是流速，p 是压力，E 是总能量。当用数值方法求解这些方程组

时，通常用守恒量把欧拉方程整理为守恒形式： 
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这里 H 是总的焓，它与前面各量的关系为： 
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注意，总能量（E）和总焓（H）与能量（e）和焓（h）的关系由下面的公式给

出： 
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为了使方程封闭，我们还需要热力学状态方程。假设这里的流体为空气，并可以

认为是理想气体。则压力和能量的状态方程可以写为： 
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其中R为气体常数，T为温度，cv为定容热容。另一个很有用的热力学量为定压热

容，cp，它与R和cv的关系为： 
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另外，g = / 为热容比。最后，对于理想气体，压力与声速 c 的关系可表示为 pc vc
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ρ
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1． 利用各个定义和热力学关系式，证明压力由下式给出 
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2． 在这一步，我们将推导 1 维欧拉方程的线性形式。特别考虑由常数和扰动构

成的状态向量， 
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其中U 是常状态向量（即它不随 x 或 t 变化）,U 是扰动量，它依赖于 x 和 t. 

将（7）式引入（4）式，证明当e á 1 时，U 满足方程： 
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其中， 
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3． 证明欧拉方程的矩阵 A 为 
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4． 证明线性欧拉方程的解存在，其形式为， ( , ) ( )U x t U x tλ= −� � ，其中l是矩阵 A

的特征根。对 1 维欧拉方程计算l. 

 



问题#2：逆风差分和数值损耗 

1． 考虑 1 维偏微分方程， 
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在一般的情况下，速度可正可负，对方程运用逆风差分（即单边的）近似。

常用以下近似 
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证明这个有方向依赖性的差分格式可以写成 
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其中d2x和
2
xδ 是 1 阶和 2 阶导数的标准中心差分算子。 

2.  在计算流体力学（CFD）关于求解无粘性流的算法的早期研究中，通用的方

法是加上一个数值的（而非物理的）耗散来改进离散化的稳定性。考虑修正

的方程： 
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其中knum是数值的粘性系数。如果对x的导数均由标准中心差分来近似，则

knum的值使得有限差分法的结果与前面（9）式给定的逆风离散化一致。 

3.  当求解粘性流时，物理耗散的存在可能使数值算法稳定。作为一个简化模型，

假设我们想求解 
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雷诺数是用来决定与粘性效应有关的无粘性的重要性的。对机翼问题，雷诺

数定义为： 
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其中c是机翼的弦长。商用跨音速飞机机翼的典型雷诺数大约为 107。对于这



一情形，需要多大的Dx/c才能使物理耗散与逆风近似产生的数值耗散相等呢？根

据这一结果，仅用物理耗散进行数值近似的稳定化是否合理？ 

 

问题#3：对流方程的矩阵稳定性分析 

本问题中，我们将分析对流方程的中心差分离散化的特征值稳定性。 
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因此，用中心差分近似得到的半离散格式为： 
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我们假设本问题是长度为 L 的周期问题，且网格是由 J 个等分点限制的。 

 

1． 证明在这一近似下，得到的半离散方程（即：仅做空间的离散化而不做时间

的离散化）有如下形式： 
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其中 是未知量 T 在各节点上取值构成的向量: T̂
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A 是下面形式的矩阵， 
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特别地，对离散化确定 a,b,和 c 的值。 

 

2． A 的特征根由下式给出： 



( ) ( )2 2cos sin ,       0,  1,  2, , 1.j
j jb a c i a c j J

J J
π πλ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞= + + − − = −⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠
"对  

求出这个中心差分离散化的特征值。在复平面上画出特征值。 

3．用向前欧拉方法离散化时，保持稳定的最大步长是多大？注意：用几何的方

法来做，把向前欧拉方法的稳定区域与（以Dt 为单位的）特征值重叠画在一

起。用 J=20. 包括一张特征值叠画在向前欧拉方法的稳定区域上的图。 

4．假设对时间积分时用 4 阶龙格库塔方法。最大时间步长是多大？注意：再次

用几何的方法来做。用 J=20. 包括一张特征值叠画在 4 阶龙格库塔方法的稳

定区域上的图。 


