
16.901 家庭作业答案 
 

问题一：辛普森方法分析 
常微分方程求积的辛普森方法如下： 
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1. 这个方法是显式求解还是求解？ 

该方法是隐式求解，因为 处解的数值取决于1nt + 1nt + 处的导数值。 

2. 利用泰勒级数分析，计算辛普森方法的局部截断误差，并说明该方

法精确到多少阶? 

局部误差由下面公式给出： 
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对于辛普森方法： 
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首先看方程右边， ( )1 1,n nf u t+ + ， ( )1 1,n nf u t− − 的泰勒展开如下： 
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将上面两式代入辛普森规则右边第二项，合并得到： 
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1nu − 的幂级数展开为： 
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结合以上各式有： 
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计算误差需要的最后一个泰勒级数是 1nu + ， 
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将 ， 代入误差计算公式，有 ( nN u ) 1nu +
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所以误差的阶数： 5 1 4p = − =  

 

3. 辛普森方法收敛吗？说明其理由 

因为辛普森方法的局部精度阶数为 4，可知该方法是一致的。而收敛的其它要求就

是要看当时间步长趋于零时的稳定性，为了搞清此方法是否为零稳定的，将式子两端同

时乘以Dt 后，再令Dt = 0, 得到 
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进行变量替换： ，则有： 0
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解得：  因为1z = ± 1z ≤ ，所以是零稳定的，又因为辛普森方法既是稳定的，又是一

致的，所以也是收敛的。 

 



4. 画出辛普森方法的特征值稳定区域。用辛普森方法求积，对于纯

负实数的特征值而言，要保持其稳定性的最大时间步长是多少？ 

首先，将辛普森公式改写为特征值问题： 
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变换方程，可以把 tλΔ 用 g 表示， 
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图 1：常微分方程辛普森积分方法稳定性的等高图 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



为了在 Matlab 中画出这幅图，将 ig e θ= 代入上面的方程，画出θ对应于从 0 到 2π 的所

有 z 值，稳定区域就是从 到1.75 的虚轴。因此，辛普森方法对于任何实特征值

都是不稳定的，取任何时间步长都无济于事。 

1.75i− i

 

问题二：导数逼近的精度 

1. 进行截断误差分析，并确定单侧逼近精度的阶数 p， 
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   的泰勒展开如下： 1jT −
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从 Tj减去 Tj-1 再除以Dx 得出 

2
1

2 2
j j

j j

T T T T x
x x x

−− ∂ ∂ Δ
= + +

Δ ∂ ∂
… 

精度的阶数： 1p =  

 

2. 导出对于一阶导数形式来说最准确的单侧逼近 
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  特别的，确定对应其最高精度的常数 的值，并说明其中的, ,a b c p 是多少？ 

  对于这个问题，我们还需要 的泰勒展开： 2jT −
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每个级数中的 项的线性组合的和必须为零，这个条件由系数 来确定，即：jT , ,a b c
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此外，各级数中的一阶导数项的和必须为 1，即  1
2
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最后，为了得到比 1阶精度更好的结果，二阶导数项的和也必须为零，即：  2 0
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三个未知数，三个方程，可以求解，得： 
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    为了求截断误差，利用泰勒级数的线性组合， 
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 精度的阶数：  2p =

 

3. 进行截断误差分析，确定用下面公式进行逼近的精度的阶数 p  
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  截断误差可以通过前面已经得到的 1jT − 的泰勒级数和下面的 1jT + 的泰勒级数展开来计

算： 
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将其带入差分公式，可得： 
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这表明精度的阶数为：  2p =

 

4. 导出对于二阶导数形式来说最准确的单侧逼近 
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特别的，确定对应其最高精度的常数 的值，并说明其中的  是多少？ , ,a b c p

利用已有的 ， 1jT − 2jT − 的泰勒展开，可以找到 的条件。第一个条件就是必须消掉

，用数学语言就是：  
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第二个标准就是一阶导数项也必须消掉，即： 2 0b c− − =  

最后保留二阶导数项，即： 2 1
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解得：  1,   2,   1a b c= = − =

既然已经得到了差分格式，精度的阶数可以通过把泰勒级数带入原表达式得出：  
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精度的阶数为： 1p =  


