
16．609 实例 #1 
期限：3 月 3 日下午 2 点 

1. 背景知识 
模拟飞机的动力学是非常复杂的。要描述它的运动需要 12 个状态变量：包

括三个位置量，三个速度量，三个角方向量和三个角速度量。但是，如果我们做

一些假设，并同时对包含这 12 个相互耦合的参量的微分方程线性化，问题就可

以大大简化。经过简化后我们将得到两个退耦的四状态系统，其中一个描述纵向

运动，一个描述横向运动。 

纵向模式甚至可以被进一步简化，在熟知的 pheugoid 模式和短周期模式下

仍可得到相当精确的退耦模型。横向系统由于以下三种运动模式而很难简化：飘

摆模式，螺旋模式和旋转模式。飘摆模式是偏航和旋转振动的结合。旋转模式中

的旋转速度很快可以达到稳态。螺旋模式有可能有略微的稳定或者不稳定。不稳

定的螺旋模式会导致飞机偏离其航线或者螺旋式俯冲。这三种水平模式将是第一

个实例的内容，也是这节家庭作业的大部分问题的基础。 

 

1.1  坐标系统及变量的定义 

飞机的运动要通过某种相对静止的框架来测量，然而，我们通常只知道飞机

相对于机身坐标系的性质。因此，我们需要确定的状态是机身的相对位置，运动

旋转角度和角速度。图 1 画出了相对于机身坐标系（xb, yb, zb）的力 (X, Y, Z)，

力矩(L, M, N)和转动角速度(p, q, r)。 

表 1 给出了相关变量的定义。线性化的运动方程是关于稳定性导数以及力和

力矩关于状态的一阶导数的方程。这些导数都用下标的形式表示。如，
YYβ β
∂

≡
∂

。

通常，稳定性导数都给出的是无量纲形式，如 YC
β
为Yβ 的无量纲形式。特别注意，

表 2 中的定义都是很常用的，而且在作业和实例中也会用到。表 3 给出了作业和

实例中我们要研究的飞机的稳定性导数的值和维数。 



 
图 1：固定在机身上的坐标系的定义 

 

 符号 描述 

状态 

Db 
Dp 
Dr 
Df 

侧向滑动角扰动 
旋转速度扰动 
偏航速度扰动 
旋转角扰动 

力和力矩 
Y 
L 
N 

侧向力(y 方向的力) 
旋转力矩(绕 x 轴的力矩) 
偏航力矩(绕 z 轴的力矩) 

其他量 

Q 
S 
b 
W 
m 

Ix,Iz,Ixz

g 
M0

h0

u0

动压 
(机翼)平面形状面积 

翼展 
飞机重量 
飞机质量 
惯性力矩 
重力加速度 
马赫数 
高度 

x 方向初始速度 

表 1：变量注释 
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表 2：无量纲形式的稳定性导数定义 

 

1.2 运动方程 

方程(1)-(4)给出了水平运动的线性化方程。方程(1)为 y 方向动量守恒方程。

方程(2)为 x 方向角动量守恒方程。方程(3)为 z 方向角动量守恒方程。最后，方

程(4)为旋转角与旋转速率的关系。特殊情形下，取控制方程形式如下： 
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量 747 的值 F-104 的值 
Cyb -0.96 -1.17 
Cyp 0 0 
Cyr 0 0 
Clb -0.221 -0.175 
Clp -0.45 -0.285 
Clr 0.101 0.265 
Cnb 0.150 0.50 
Cnp -0.121 -0.14 
Cnr -0.30 -0.75 
S 5500 ft2 191 ft2

b 195.68 ft2 21.94 ft2

h 海平面 海平面 
M0 0.25 0.257 
W 636600 lbs 16300 lbs 
Ix 18.2×106 slug ft2 3549 slug ft2

Iz 49.7×106 slug ft2 59669 slug ft2



Ixz 0.97×106 slug ft2 0 
 

表 3：波音 747 客机和 F-104 战斗机在海平面上各个量的值 

 

2. 作业安排 
·用以下 6 种积分方法： 

— 一阶 Adams-Bashforth(AB1)方法。通常也叫向前欧拉方法。 

— 二阶 Adams-Bashforth(AB2)方法。 

— 一阶 Adams-Moulton(AM1)方法。通常也叫向后欧拉方法。 

— 二阶 Adams-Moulton(AM2)方法。 

— 2 阶龙格-库塔(RK2)法 

— 4 阶龙格-库塔(RK4)法 

交上实例文档及其算法的硬拷贝. 

研究应用以上六种方法的精度和效率：找出在以下初始条件下从 t=0s 到

t=30s 的 u(t)： 

 (0) 0.1 , (0) 0, (0) 0, (0) 0rad p rβ φΔ = Δ = Δ = Δ =  

注意：与第二个家庭作业相比，这里的完成时间已经缩短了。 

 

·在这个作业中，测量的精度就是（任意迭代过程中）侧向滑动角扰动的最大误

差，即： 

 ˆmax | ( ) |n

n
E nβ β t≡ Δ −Δ Δ  

其中 ˆ nβΔ 为积分运算第 n 次迭代得到的侧向滑动角的扰动值。对两种飞机和所用

的积分方法，分别计算出时间步长分别为 t=0.001,0.01 秒,0.1 秒和 1 秒时的精度。

将结果专门填入与表 4 类似的表中。请讨论：对两种飞机，哪种方法随着步长下

降可显示出预期的全球订货？并做出解释。 

 

Dt AB1 AB2 AM1 AM2 RK2 RK4 
1.0       
0.1       



0.01       
0.001       

表 4：波音 747 的精度收敛研究 

 

·为了比较这些方法的效果，我们需要一个不依赖于计算机、网络、编译程序的

软件版本等等的单一的’货币’。我们把向前欧拉方法进行一次单独迭代所需要的

计算时间作为工作量单元(WU)。为了找到其他方法的WU，将每种方法运行几百

次迭代，计算出每次迭代的平均时间。确保这些计算都在同一台计算机上，并且

不间断地顺序进行，这样可以尽量避免客观条件改变对计时带来的影响。在

Matlab中，用来获得当前时间的命令为CPUTIME，可以查看Matlab的帮助了解

其用法。然后用向前欧拉方法得到的时间对这些时间进行归一化得到每种方法进

行一次迭代的WU。如表 6 那样对每种方法的WU进行纪录。注意：参考家庭作

业 2 的参考答案中的讨论，看看期待的结果将是怎样。如果你得到了与参考答案

中讨论部分不同的结果，原因可能是程序有缺陷(bug)或者没有有效地利用方法。 

 

·根据表格中精度研究的结果和已知的每种方法的工作量，估计欲使β的精度达

到 0.0001 弧度，各种方法所需要的工作量(I 根据 WU)。(你可能需要用一个像表

7 那样的表格。根据你对这些方法的理解，试解释 WU 结果以及他们的精度和稳

定性.)。你推荐用哪种方法，可以有效解决飞机的水平动力学方程？ 

 

 AB1 AB2 AM1 AM2 RK2 RK4 
WU       

表 5：各种积分方法单次迭代的工作量 

 

机型 AB1 AB2 AM1 AM2 RK2 RK4 
747       

F-104       

表 6： β精度达到 0.001 弧度所要求的 WU 
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