
16：901 概率论方法实例 

      ——涡轮叶片中的热传导问题示范解 

1. 背景知识 

在涡轮工作的第一个阶段，叶片受燃烧室里的热气体产生的高温气流影响。

因此，涡轮叶片常通过泵入叶片通道中的低温空气进行内部冷却。在这一实例

中，。我们将利用 project 3 中建立的有限元热传导分析方法，定量讨论涡轮叶片

中温度不确定带来的影响。这种叶片以及我们所考虑的问题在大型涡轮发动机中

是非常典型的。 

热传导方程是关于温度的扩散方程， 

  2 =0T∇

而传热率可由以下方程得出， 

 q k T= − ∇  

其中 是叶片材料的热传导率。边界条件为对流传热条件，对叶片表面，传

出的热流为： 

k

 ( )ext extq n h T T⋅ = −  

这里 为对流传热系数， 为叶片外部的温度。注意exth extT n为叶片的外法线方向单

位矢量，因此 代表流出叶片的热流。对冷却通道其热流也是类似的， .q n

int int( )q n h T T⋅ = −  

同样， 为叶片的外法线方向单位矢量(指向冷却通道)，因此 代表流出

叶片的热流。 

n .q n

对于概率分析方法，我们只用了粗糙的网格(g0012coarse.mat)，因为用这种

网格与用最细致的网格计算出来的温度只相差几度。注意，这里已经利用弦长 L

将叶片的尺度无量纲化。因此，坐标值实际为 x/L 和 y/L。在这个实例中，你还

需要知道翼弦长的取值 
 0.1L m=  
剩下所有的输入参数都有不确定性。由于概率分析方法是在涡轮设计的前期



进行，可用的信息十分有限，因此我们将使用三角概率密度函数。表 1 给出了每

个参数的最大和最小值。我们假设所有参数的最可几点为最大值和最小值的中

点。 
 

参数 最小值 最大值 
Text(C) 1200 1400 

hext(W/m2C) 2000 4000 
Tint(C) 150 250 

hext(W/m2C) 500 1500 
k(W/mC) 20.0 23.0 

表 1：输入参数不确定性说明。最可几值假设为最大值与最小值的中值。 
 

2. 任务 

2.1 对称三角分布的积累概率密度函数和百分位数 

这里的任务是推出在这一实例中进行蒙特-卡洛模拟所需要的积累概率密度

函数（CDF）和百分位数（即CDF的逆）。输入的分布都是对称三角分布，且对

随机的输入变量x，其最大值(即xmax)和最小值(xmin)都是已知的。首先定义一个无

量纲的随机变量差分， 
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max min

x x
x x
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随机变量在ξ =0 的时候取最小值，ξ =1 时达到最大。ξ =0.5 时为其最可能

值。由于整个概率分布积分后必须等于 1，因此最可几点处的概率密度必须为 2

（这样才能保证在三角分布的概率密度曲线下的面积为 1）。概率密度函数为： 
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如图 1(a)所示。 



 
图 1：对称三角分布的概率密度函数(PDF)和概率函数(CDF) 

 
将 PDF 积分得到 CDF， 

 ( ) ( )CDF PDF d
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对ξ <0，CDF=0。对 0<ξ <0.5，积分为： 

2
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对 0.5<ξ <1，积分为： 
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对ξ >1，CDF 为 1。CDF 的曲线见图 1(b)。 

对一个给定的 CDF 值 u，要确定ξ，我们需要求出 CDF 的逆函数。对 u<0.5，

变换方程(1)得到： 

 2
uξ =  

对 u<0.5，变换方程(2)得到： 
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2
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最后根据给定的ξ取值，可以由下式确定 x 的值： 

 min max min( )x x x x ξ= + −  

2.2  标称模拟 



模拟标称的条件，即所有输入参数取最可能值时，给出叶片温度的最小值和

最大值为， 

minT = 913.7℃     maxT = 1299.8℃ 

 

2.3   蒙特-卡洛模拟 

概率分析是建立在蒙特-卡洛模拟基础上的。注意，假设每一个冷却通道中

的温度和换热系数的都彼此相等。因此，尽管这些参数的值是不确定的，但是对

特定的模拟，它们在每一个通道中的值都是相等的。实质上，由于叶片通道中的

热流由同一个源产生，因此我们有理由认为这些值高度相关。然而，通道间必然

存在某种随机性，而当前的分析并没有考虑由此带来的影响。 

对 1000 个样本进行模拟的结果如图 2-5 所示。 和 的平均值分别为

914.7℃和 1298.5℃。显然，这些温度值与标称值很接近，并且在 2.5 节得到的

95%的置信度范围内。平均值与最标称值相似，这样的结果可能预示着温度的响

应与随机输入变量线性相关。 

minT maxT

我们也注意到叶片中的平均温度分布显示了位于机翼前缘和后缘区域的最

高温度，这从 Project 3 中的确定性分析可以看到。温度分布的标准偏差表明温度

变化最大处位于叶片的中间，远离热的机翼前后缘。 
     

2.4  和 的分布 minT maxT

图 3 中 和 的分布情况表明 为近似的正态分布，而 似乎接近三

角分布。更进一步，显然 的范围就是叶片外部温度分布的范围。在前一个实

例中可以看到，叶片中温度的最大值发生在机翼前后缘区域，并且，由于在这些

区域缺乏冷却，叶片也很薄，温度的最大值就等于外部温度的值。 

minT maxT minT maxT

maxT

minT 的分布接近正态分布的原因是类似中心极限定理的效应。特别地，假设

的值可以用随机输入变量的线性函数很好地近似： minT

  min 0 1 2 3 int 4 int 5ext extT a a T a h a T a h a≈ + + + + + k



这种情况下， 是五个同分布的加权随机变量的和。因此，尽管对随机输入而

言 N=5 是一个小数字，我们还是期待着它的分布会接近一个正态分布。注意，

由于 主要只受 的影响，这暗示着对 做类似的线性近似时，

。这种情况下，N=1，我们将看不到中心极限定理效应。 

minT

maxT extT maxT
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平均温度 

温度的标准差 

图 2：对 1000 个样本进行蒙特-卡洛模拟得到的平均温度和其标准偏差的分布 
 

2.5 误差估计 

首先， 我们注意到对 1000 个样本进行蒙特-卡洛模拟的结果给出 和

的平均值和标准偏差为： 

minT maxT

min minmin max914.7     65.9      1298.5      41.2T TT C s C T C s− −= ° = ° = ° = °  C

如讲义笔记中所描述的，平均值和标准偏差的标准误差为 

 
   =

  =
2T

T
T

T
s

N

N

σ
σ

σ
σ

=

=

平均值的标准差

标准差的标准差

 

由于误差估计值为正态分布，因此 2 倍标准偏差处的置信度为 95%。因此，95%



置信水平给出的结果为： 
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为了使得温度的平均值的偏差在95%的置信度下不超过1℃，必须满足以下条件： 
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由于 的偏差最大，他要求的 N 应该最大。 minT

  
min

24 17371TN σ> =

这样，我们需要大约 17000 个样本，才能使得最小温度平均值的分辨小于 1℃。 
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图 3：对 1000 个样本进行蒙特-卡洛模拟得到的 和 的分布(直方图) minT maxT

 
 
 



 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

（a） minT 的平均值的收敛性 （b） minT 的标准偏差的收敛性 

图 4： 的平均值和标准偏差的收敛性，虚线为 95%置信度范围。 minT

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

（a） maxT 的平均值的收敛性 （b） maxT 的标准偏差的收敛性 

图 5： 的平均值和标准偏差的收敛行为，虚线为 95%置信度范围。 maxT


