
实例#2 示范解 
期限：4 月 2 日下午 2 点 

1. 背景知识 
在这个实例中，我们将模拟可变面积管道中的可压缩无粘滞流体。我们的目

标是在变化网格大小以及不同流体条件下，增加对应用于本问题的计算流体动力

学算法的收敛性的理解。特别是我们将用向前欧拉时间步长算法实现一阶逆风空

间近似。 

管道横截面具有常横截面积，它经过一段长度光滑地收缩到管喉，再光滑地

扩展到最终的常横截面积。所指定的几何形状由以下式给出： 

[ ]{ }

[ ]{ }

1 0

1 2 0 1 0 1 2 1

2 3 1 2 1 2 3 2

3 4 2

 0 :  ( )
1 : ( ) ( ) 1 cos ( ) /( )
2
1 : ( ) ( ) 1 cos ( ) /( )
2

 : ( )

For x x A x A

For x x x A x A A A x x x x

For x x x A x A A A x x x x

For x x x A x A

π

π

< < =

< < = + − − − −

< < = + − − − −

< < =

 

在这个实例的问题中，我们取： 

x1=1m，x2=2m，x3=3m，x4=4m， 

A0=10m2，A1=8m2，A2=12m2

流体在经过管道时，从入口到出口设置了一个压力差。特别是在入口处，我

们假设总压力和总温度与海平面处大气条件相等： 
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在出口处，我们将对三种不同的静压力求解： 
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准一维的欧拉方程可以写成以下控制体积形式： 
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其中 U 和 F 分别为： 
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S 是由于面积变化导致的源矢量： 
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在家庭作业 4 中已经提到，r是密度，u 为流体速度，p 为压力，E 为总能量。H

为总的焓，并与前面的量存在以下关系： 
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ρ
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注意，总能量 E 和总的焓 H 与能量 e 和焓 h 的关系如下： 

 

2

2

1
2
1
2

E e u

H h u

= +

= +
 

为了使方程封闭，我们假设这里的流体为气体，并可以认为是理想气体。这样的

话，压力和能量的状态方程可以写为： 

p RTρ=                              (2) 

                           ve c T=                                (3) 

其中R为气体常数，T为温度，cp为定容热容。另一个很有用的热力学量为定压热

容，cv，它与R和cp的关系为： 

 p vc c R− =  

另外，γ= / 为热容比(也叫绝热指数)。对空气，我们假设： pc vc

 2 2 11.4                         287.06 ( )R m s Kγ −= =  

正如家庭作业#4 中所说的，对于理想气体，压力与守恒状态向量的关系可表示

为 

21( 1)(
2

)p E uγ ρ ρ= − −  



最后，对于理想气体，其声速 c 为： 
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ρ
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1.1 内部单元的离散方程 

我们首先把管道Nx等分（产生Nx个网格单元）。未知量为每个单元中的状态

向量U的平均值，也就是你需要对j=1, …,Nx解Uj。 

对内部的每一个单元(即j=2,…,Nx-1)，我们将用方程(1)的离散形式来求每一

次迭代的新的值。尤其对这个实例你需要做的离散化为： 
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其中 n
jR 为网格 j 的第 n 次迭代的局部残差向量，其定义为： 
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函数 前面已经给过定义(在 Matlab 程序中叫做：Fupwind.m)，并可以从本课程

的网页上下载附加附件。这个函数称为流量函数，取了在两个网格面之间的面上

左右两边的状态向量（及γ值）的值，并且返回了在这个面上由适当的逆风状态

量确定的流量。如果这里考虑的是标量对流而不是欧拉方程的话，最后的差会近

似等于对标准一级逆风离散化的结果。注意：流量函数中输入状态的顺序是很重

要的，别反过来。 

F̂

源函数项近似为： 
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Vj为第j个单元的体积，应该近似为： 
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1.2  时间步长计算 

时间步长将被设为以下的 CFL 条件， 
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当你测试确定时间步长的 CFL 数时，冯.诺依曼稳定性分析表明，要维持稳定需

要 CFL≤1。我建议在本实例的所有模拟中都取 CFL=0.9。 

 

1.3 边界条件的实现 

在入口处，我们需要利用边界条件来确定状态向量 。特别地，我们需要

有三个可以操作的条件才可以唯一地确定状态向量(因为状态向量有三个成分)。

我们假设入口的流体是亚声速的，于是，只有两个条件可以设定，而第三条信息

必须从内部状态得到。我们可以设定的这两个条件为入口处的总压力和温度。从

j=2 这个单元开始，我们取速度为u

1U

2。这样，这三个条件便可以用来确定状态向

量 U1，即 

 1 0 0( , ,inlet inletU U P T u2 )=  

注意：用这种写法时，就意味着给定总压力，温度和速度后，整体状态向量便可

以确定。 

在出口处，同样假设为亚声速流体。在这种情况下，我们只能调整一个条件，

另外两个需要从内部获得。对这次作业来说，我们将取定静压力，而从内部得到

熵S和J+(被称为黎曼不变量)。理想气体的熵S定义为： 

 pS γρ
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J+的定义为： 
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因此，为了得到出口处的状态向量，需要结合这些条件： 
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1.4 初始条件 

对所有的情况运行程序时，初始条件取入口处的滞止流的性质。也就是，在

进行第一次迭代前假设处处有 0 00, ,inlet inletu p P T T= = = 。 

 

2. 作业 

2.1 离散化的实际应用 

在 16.901 的网页上有解准一维欧拉方程的源程序。 
 

2.2 残差收敛性检验 

收敛性检验需要满足两个性质： 

·在处理离散解的时候，残差量也应该接近 0。 

·解某一个给定问题时，残差量应不大依赖单元数的多少。 

为了导出计算公式，我们给出下面这个分析量： 
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由于对给定的问题，这个积分只是时间的函数，因此其离散形式应该近似有

相同的性质，并且对单元数不敏感。离散形式可以由下式推得： 
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注意：求和只对i=2 到Nx-1 进行，原因是在第一和最后一个单元处由于应用了边

界条件而没有残差。 

为了证明它对网格大小相对较不敏感，图 1-4 给出了poutlet/P0inlet =0.7 时所有

网格大小的结果。RMS的直方图表明对所有网格，其绝对水平是一致的。网格



越细RMS残差有更细致的变化，并且需要更多次迭代达才能收敛(后面会讨论这

个的原因)。 

判断收敛的依据是当前的RMS残差值与对所有的迭代RMS残差的最大值之

比小于 10-4。 
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观测两次模拟的输出性质可以确定这一标准是适宜的，尤其是对输出的总压力

和出口处的质量流速率 。从图 1-4 的跨声速结果可以看到，当迭代到

满足收敛容许度条件时，输出可以达到渐近值。因此，基于 RMS 的收敛性检验

似乎是合理的。所有的模拟都可以看到类似的行为。 

0outletP outletm

 

2.3 模拟 

对三种不同压力比用不同网格做模拟得到的马赫数分布结果如图 5-7 所示。

图 8 和图 9 则分别给出了用所有网格模拟得到的总压力比poutlet/P0inlet以及出口处

的质量流速率与压力比poutlet/P0inlet的关系曲线。 

对于不同的网格，所有的解都是明显收敛的，但是两个流在压力比接近 1

时，甚至在网格从Nx=80 到Nx=160 的时候仍有明显的变化。例如，对poutlet/P0inlet 

=0.9，网格从Nx=80 到Nx=160 时，质量流速率改变了将近 2%。但是，对poutlet/P0inlet= 

0.7，质量流速率只改变了约 0.005%。质量流速率在大压力降下受数字误差影响

很小的原因是，流是跨声速的，因此被堵塞住了。由于马赫数远高于 M=1 的极

限堵塞条件，数值误差对质量流速率只有很小的影响。这一性质从图 5 和图 6

中的马赫数分布图可以进一步得到确认。对于堵塞的情况，马赫数分布只在激波

附近改变，但是对较低的马赫数情形，整个马赫数分布都会上移，因此将表现出

质量流速率的增长。 

 

2.4 迭代和计时 

对前面一节运行的 12 个模拟，表 1 和表 2 给出了达到收敛需要进行的迭代

次数和CPU时间。可以发现，迭代次数和CPU时间随着网格大小的增加和



poutlet/P0inlet→1 而增加。 

迭代次数对网格大小的依赖可以做如下解释。时间步长受 CFL 条件的限制

为： 
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其中u 和 c 分别为整个域中流体速度和声速的典型值(即平均值)。注意，我们假

设了u >0。因此，随着空间的减小，时间步长也会减小。由于模拟随时间流逝趋

于一个“稳定解“，因此会有一个有限的时刻 T，在这个时刻状态向量的变化将

很小，不依赖于网格的分辨率。因此，收敛的迭代次数为： 
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于是，我们会期待着如果单元数翻倍的话迭代次数也会翻倍。从表 1 可以清楚地

看到这一趋势。 

CPU 时间对网格大小的依赖可以做如下解释。正如我们看到的，迭代次数

应与单元数成比例。进一步，由于需要对每一个单元计算残差，单次迭代需要的

工作量也和单元数成比例。这样，我们期待着： 
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因此，工作量与 2
xN 成比例。从表 2 中也可以清楚地看到这种依赖关系。 

迭代次数和CPU时间对poutlet/P0inlet的依赖关系可以做如下解释。前面讨论过

的达到收敛需要的时间T将要求所有的误差已经在整个域中传播。这样，运动最

慢的波将被设为T。如果我们假设流体平均为亚声速的，0<u < c ，则： 
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因此，达到收敛需要的迭代次数应为： 
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或者，将上式改写成平均马赫数的形式： 
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从图 5-7 可以看到，我们可以非常粗糙地对平均马赫数做如下近似： 
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这样，我们期待着迭代次数与Nx有如下比例关系： 
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这个趋势并不那么明显。但是，poutlet/P0inlet =0.995 时迭代次数显然是最大，正如

之前分析所预测的一样。然而，跨声速的激波的情况收敛得最快，这在前面的分

析中并没有被预言。我的猜测是跨声速流体的堵塞性质帮助它收敛，但是这还没

有被确认。 

 

 poutlet/P0inlet

Nx 0.70 0.90 0.995 
20 368 791 1746 
40 768 1760 3559 
80 1584 3705 6592 
160 3227 7117 14316 

表 1：不同压力比和网格大小(Nx)时要求的迭代次数 

 

 poutlet/P0inlet  
Nx 0.70 0.90 0.995 
20 2.3 5.1 11.2 
40 9.4 22.3 43.7 
80 38.1 89.7 159.6 
160 153.1 336.6 683.7 

表 2：不同压力比和网格大小(Nx)时要求的CPU计时 

 



 

图 1：poutlet/P0inlet =0.7 且Nx=20 时的马赫数分布和收敛行为。 

 

 
图 2：poutlet/P0inlet =0.7 且Nx=40 时的马赫数分布和收敛行为。 



 
图 3：poutlet/P0inlet =0.7 且Nx=80 时的马赫数分布和收敛行为。 

 
图 4：poutlet/P0inlet =0.7 且Nx=160 时的马赫数分布和收敛行为。 



 
图 5：poutlet/P0inlet =0.7 时所有网格的马赫数分布图 

 
图 6：poutlet/P0inlet =0.9 时所有网格的马赫数分布图 



 
图 7：poutlet/P0inlet =0.995 时所有网格的马赫数分布图 

 
图 8：出口处总压强随poutlet/P0inlet和Nx的变化 



 
图 9：出口处质量流速率随poutlet/P0inlet和Nx的变化 
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